대 그 리 프 로 우 리 는 >. | 0. 28 | = 1 이 천을 알아 이다 의 무 든 : 그 일 의 켓 = 


브 라 에 대한 전체적인 합 은 항 등 연 산 자 10600[” 026078107) 1 과 같다. 항 등 연 산 자 라 함 은 
어떤 상 태 벡 터 에 도 변 화 를 주지 않는 연 산 자 를 뜻 한 다. 
이와 같이 힐베르트 공 간 에 존 재 하 는 임 의 의 상 태 벡 터 (68316 ㅠ 60[07) 를 특정한 벡 터 들 로 전 
개 할 수 있을 때 우 리 는 이 벡 터 들이 완 전 집 합 (600 ㅁ 01666 561 을 이 루 었 다 고 하며 기 저 벡터 
들 (18816 ㅠ 601[079) 이 라고 부른다. 위 에 서 는 { | 4, > } 들 이 이에 해 당 한 다. 이때 우 리 는 기 
저 벡 터 들인 고 유 벡 터 들 의 집 합 { | %,, > } 이 힐베르트 공 간 을 생 성 한 다 (60870) 고 말한다. 이 
는 마치 임 의 의 3 차 원 벡터 | 4> 를 28. 방 향 의 단 위 벡 터 들 !| ?>, | 7 >, | > } 로 
언제나 표현할 수 있는 것과 같다. 

> 10>5<814>+|17><7|14>+~|1^></ ㅅ | 4> 
|12>4.+ |7>4.+ |2> 4. 
이 경우, 단 위 벡 터 들 {| | ;>, | 7 >, | > } 은 기 저 벡 터 들 로 서 3 차 원 벡 터 공 간 을 생 성 한다. 


양 자 역 학 적 인 상 태 벡 터 들의 공 간 이 속해 있는 힐베르트 공 간 은 벡 터 공 간 으로서 다 음 과 같은 
요 
36 








1) 힐베르트 공 간 은 선 형 이다: 
|0>, | 4> 가 힐베르트 공 간 에 속 하 면 |0> + | 4 > 도 힐베르트 공 간 에 속한다. 
2) 힐베르트 공 간 에 는 내 적 이 존 재 한다. 
즉 , 임 의 의 두 벡터 ㅣ >, | 4 > 사 이 의 내 적 을 정 의 할 수 있다: <00|“> ㄷㄷ 
3) 벡 터 의 크 기 (4009) 은 때 적 으 로 정 의 된다: | = <0@| ㅇ >'. 
4) 힐베르트 공 간 은 완 전 하 다 (6020001616). 
힐베르트 공 간 에 속하는 함 수 들 의 모든 코시 수 열 (230400 58560462006) 은 힐베르트 공 간 의 
원 소 로 수 렴 한 다. 즉 , 힐베르트 공 간 은 이 수 열 들의 모든 극 한 들을 포 함 한 다. 
여기서 코시 수 열 {0 } 은 10, ,。 ㅣ 0, - 0, | -> 0 이 되는 수 열 이다. 


든 상 태 벡 터 들 의 크 기 ( ㅁ 201720) 가 유 한 하 다는 조 건 을 만 족 하 는 
르 는 데 , 이는 전 영 역 에 서 제 곱 - 적 분 가능 


터 공 간 을 의 미 한다. 
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60|1”< 0. 


여기서는 위 치 의 고 유 값 가 연 속 적 인 값 을 가지고 모든 영 역 에 걸 쳐 있으므로 합 대 신 에 
적 분 을 사 용 하 였다. 앞 의 경 우 와 비 교 하 면 , 내적 < ㅋ | &> 는 위치 고 유 벡터 | > 에 대한 
상 태 벡터 ㅣ \> 의 전 개 계 수 에 해 당 한다. 이 전 개 계 수 가 연 속 적 인 2 값 에 의 존 하 므로 우리 
는 이를 파 동 함 수 (\876 1400000) 라 고 부르며 &4(2) 로 표 시 한 다. 


<2|1\> :=\(2) . 
여기서 상 태 벡터 ㅣ \> 가 위 치 의 고 유 벡 터 들! | 7 > } 로 표 현 되었으므로 우 리 는 이러한 


상 태 벡 터 표 현 을 위치 퓨 현 (60811100 ㅁ 16076860[30027) 이 라고 부른다. 





|4> = 02 |2> \(2) . 
ㆍ 운동량 표현 
위 에 서 와 마찬가지로 우 리 는 동일한 상 태 벡 터 ㅣ \> 를 운 동 량 의 고 유 벡 터 들 로 도 표현할 
수 있는데 이를 운동량 표 현 (070016101411 16001656070[13000) 이 라고 한다. 
이를 위해서 먼저 운동량 연산자 의 고 유 벡터 ㅣ 2> 를 생 각 한 다: 8 ㅣ |8> =8|8> 
여기서 0 는 운 동 량 의 고 유 값 으로 전 체 영 역 에 걸쳐 연 속 적 인 값 을 갖는다 
다시 운동량 고 유 벡 터 들 (| 2 > } 은 완 전 집 합 을 이 루 므로 / 08 |2 ㅁ >< ㅎ | =1 이 되 


고, 상 태 벡 터 ㅣ |\> 는 다 음 과 같이 표현할 수 있다. 
|4> 보기 00|2><82|1|“> 


이때 전 개 계수 <8|&> 를 운동량 표 현 에 서 의 파 동 함 수 라고 한다 <1|> := (20) . 
여기서 #(0) 로 써야 더 적절할 것 같으나 실 제 는 함 수 가 &#(2) 와 다 르 므 로 위치 표 현 에 서 
의 파 동 함 수 와 구 분 하 기 위하여 *(0) 로 표 ㅣ 


주, 108 =) 0 18> (00). 
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2060) = 200) 
여기서 운동량 연 산 자 를 에 대한 연 산 자 로 표 현 하 면 위 식은 다 음 과 같다 
> 0 


이 미 분 방 정 식 의 해 는 4,(2) = ~ (은) 이고, 가은 규격화 상 수 이다. 


노령 


연 속 적 인 고 유 함 수 의 규 격 화 는 디 락 델 타 함 수 로 정 의 하므로, 


<1'|2>_ [ 00<212><412== ) 0270 00 (- 곰 20002000( 을 7200 = 0(4 - 70), 





이를 만 족 ㅎ 위해서는 = 야 한 = 1 , 

] 를 만 족 하기 위해서는 = > 가 되어야 한다: (2) 20 0“ 

ㆍ 위 치 표 현 과 운동량 표현 사 이 의 관계 

위치 표 현 에 서 의 파 동 함수 &#(2) 와 운동량 표 현 에 서 의 파 동 함 수 (》) 는 어떠한 관 계 에 있 
을까? 이는 &(2) 를 다 음 과 같이 표 현 하면 쉽게 볼 수 있다: 


운 
[ 튜 
덕 0 
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애 
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+; 


으 20)0(2) 로 주어진다. 


4) 
떡 





그 
(2) = 7 .9( 
@(2) 는 다 음 과 같이 표 현 된다. 


@(020=<8|\> = ). 02<82|12><2|1> 는 024 (2)9(2) 





~ = 호 ) ' 02600(- 굿 22)(4) 로 주어진다. 이 로 부터 우 리 는 위치 표현 


파 동 함수 \(2) 와 운동량 퓨 현 파 동 함수 @(0) 는 서로 각각 푸리에 변 환 (004 ㅁ 016 
\730810172031107) 과 푸리에 변 환 (10 ㅠ 6186 0141716" 37081[0171311027) 의 관 계 에 있 음 을 알 
스 있다 
그. ㆍ 


앞에서 우 리 는 위치 표 현 에 서 의 고 유 벡터 가 고 유 값 이 로 주어지는 위치 연 산 자 의 
고 유 상 태 를 표 시 하며, 이는 입 자 의 위 치 가 인 상 태 를 의 미 한다고 하였다. 그런데 이 고유 
않았다. 이 제 까 지 의 논 리 에 따르면 두 고 유 벡터 |7> 와 
| 고 > 의 내 적 은 디 락 델 타 함 수 로 주 어 져 야 한다. 즉 , < ㅎ | > = 6(2- ㅡ 27) 이다. 그런데 
ㅣ 고 유 벡터 ㅣ > 의 (위치 표 현 에 서 의) 파 동 함수 이기도 하다. (예컨대, 파 
동 함 수 의 위 치 표 현 이 < ㅎ | &> = (2) 로 주 어 졌 음 을 기 억 하자.) 즉 , 입 자 가 2 에 위 치 하 


고 유 상태 | > 의 파 동 함수 표 현 은 디 락 델 타 함수 6(2 ㅡ 7) 로 주 어 진 다 고 할 수 있 
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이 상 을 지 금 까 지의 논 리 에 대 입 하여 앞에서 구 했 던 운동량 고 유 벡터 ｜》@> 의 위치 표 현 인 





<8 ㅋ | 2> 와 비교해 보자. 먼저 위에서 <2>| 2 > =-000= = 


졌는데, 위치 고 유 벡 터 들 {| ㅎ > } 의 완 전 성 (6007016[6 ㅁ 6085), 즉 0 02 |2><※| =1 을 
써서 약간 다르게 표현해 보면 다 음 과 같이 쓸 수 있 


008 해 게 기 = | 202 6(2-) ㅡ 그 00 (72 ) 
= 06 ㅡ 06 2708 


우 리 는 운동량 연 산 자 의 위 치 표 현 이 ㅇ = 스 우 로 주 어 짐을 잘 알고 있다. 그런데 위치 연 
산자 ＊ 의 위치 표 현 과 운동량 표 현 은 어떻게 주 어 질 까 ? 우선 《 의 기 댓 값 을 보면, 


<2>06=<\|2|\> = 8) 02 <\|2><8|212><7|1“> 


00 


노 ) 0 (2)26(2-2)0(2) = ) 0 펴 (2)2\(2) 


(1 


이 된다. 


} 고 로 여기서 우 리 는 2| ㅎ > =< ㅋ | > 라는 고 유 벡터 관 계 식 을 사 용 하였다. 위 


ㅁ 


과 


과 를 기 댓 값 의 정의 < ㅎ >, := ( 020*(2) (2) 와 비 교 하면 위치 표 현 에 서 의 위치 


× 


는 위크 


% 늘 
, 이 기 댓 값 의 운동량 표 현 은 다 음 과 같 이 도 쓸 
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고로 


(이 8 


[ 봐 


<2>,=<\|2|“> = %/ 00" <\|2><8|1|2121><8| “> 


주 %/ 2? (0) / 082) 020<81|2><81212><2|1 27'> @ ㅇ (20 


= ) 4) 000) 99 090 (는 구 20) 고 0(2- 2) 0302 (2'2)@(20 





08 13, 0 , 0 
다보 %/ 0 ?*(0)/ 02 22 00 (~ 우 000 이 02 60 ( 근 21201@ (2) 


개 %/ ~ 서 00 그 00 (- 구 200(0-2) / & 주 00 ( 굴 20201@(2') 





바 - “/ 02 ㅇ *(0 0@0)0/ = 


0 
맨 아래 단 계 에서 우 리 는 / 적 분 에 대한 부 분 적 분 을 하였고, 이때 ㅇ (8'= 00) = 0 을 적용 
하였다. 다시 위 식 을 에 대해 적 분 하면 다 음 과 같이 쓸 수 있다. 








<2>6 = 1 00 @* 0)/ 0 ”/ 리로 682 ( ㅡ 으 22) 60( 으 2000 츠 그 @(2')] 
쁘 =) 00 ㅇ *(0 0)/ 0 ”/ % 그 00[ 우 2000-7)] [- 웅 그 @(2')] 
더 빼 00 “(0 ' 4" 0(2"-2) [- 죽 도 @(2')] 
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